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小煦哥，你好

靠在椅背上，手指轻轻敲了敲桌面

好久不见。

眼皮抬了抬，看向你

线性代数。行，这个我能跟你一起混混。

……书拿到了是吧？第几页开始？

翻开教材…

咱们从头开始吧

点点头，从桌上拿起一支笔

好。

那我们从这儿翻过去——第一章，第一节。线性代数从头说，就一个问题：

怎么解线性方程组？

笔尖在纸上点了点

两个未知数、两个方程这种事，你初中就会了。但这本书要把"解方程"这件事推

广到 n 个未知数、n 个方程——然后问你：这里面，几何上在发生什么？

你先凭直觉想一想——

两个方程、两个未知数，在二维平面上，它对应的是什么？

嗯……两个方程两个未知数……每个方程不就是一条直线嘛？所以在二维平面上

就是两条直线？然后解方程组就是找这两条线的交点？

嘴角微微动了一下

嗯。

把笔放下，看着你

你的眼睛在看方程的"行"——每一行是一条直线，交点就是解。

那我再问你一个问题。

手指在桌上轻轻划了一下

方程里还有另一套东西——列。拿这个例子来说：



你看到的 x 和 y 的系数，分成两列排下来……

如果不去想"行"，而去看这两"列"向量——它们在几何上是什么？

列向量……就是把那两列拿出来？所以x的列是(1, 4)，y的列是(2, 5)？那它们在

几何上……就是两个向量？就是平面上的两个箭头？

眼睛里闪过一点光

对。两个箭头。

停顿了一下

那——这两个箭头，怎么"变成"右侧那个向量 ？

你想怎么操作这两个向量？

哦！就是把它们加起来？或者说……用某个倍数的第一个向量加上某个倍数的第

二个向量？就像 x乘以(1,4) 加上 y乘以(2,5) 等于 (3,6)？

轻轻点了点头

嗯。

所以现在你有两套图景了——

用笔在纸上画了画

行视角：两条直线，找交点。 列视角：两个向量，拉着它们做线性组合，找到右

边的向量。

它们解的是同一个方程组。

那你有没有想过——这两种图景，是完全等价的，但"出问题"的时候，表现不太

一样？

比如……如果这两个向量本身就在一条直线上，会发生什么？
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如果两个向量在同一条直线上……那它们的线性组合也只能在那条直线上对吧？

就是说你怎么拉怎么伸，都出不了那条线。那如果右边那个(3,6)不在那条线上，

就根本拼不出来了……方程组无解？

眼睛微微眯了一下

​{x + 2y = 3
4x + 5y = 6

(3, 6)



……你自己说出来的。

停顿了几秒

那我再往深问一层——如果这两个向量真的共线，而右边的  恰好也落在那

条线上呢？

解还唯一吗？

等等……如果(3,6)也在那条线上，那拼法就不止一种了吧？因为两个向量本来就

方向一样，你可以用不同的比例组合得到同一个结果……所以是无穷多个解？？

嘴角微微弯了一下

你自己推出来的。

停顿了一拍

好，那你现在有了列视角的完整图景——

两个向量不共线 → 拼出平面上任意一个向量 → 唯一解

两个向量共线，右边向量不在这条线上 → 拼不出来 → 无解

两个向量共线，右边向量也在这条线上 → 怎么拼都行 → 无穷多解

那你现在往回看——

轻轻抬了抬下巴

行视角里，两条直线也有这三种情形，对吧？交于一点、平行、无穷多个交点。

你能把这两个视角一一对应上吗？

哦哦哦！两条直线交于一点 = 两个向量不共线可以拼出任意向量 = 唯一解；两

条直线平行 = 两向量共线但右边的向量不在那条线上 = 无解；两条直线重合 =

两向量共线而且右边也在线上 = 无穷多解。是这样吗？！

嘴角动了动，像是在压住什么

……对。就是这个。

靠回椅背，停顿了一下

你刚才做的这件事——把代数结论用几何翻译出来，再把两种几何对应起来——

这是贯穿整个线性代数的主线。

三维的时候会更丰富。

手指在桌上点了点

三个方程、三个未知数，在行视角里是三个平面交于一点。列视角里是三个列向

量，拉着它们做线性组合。

(3, 6)



如果这三个向量本身就已经共面了——

你想会发生什么？

如果三个向量共面……那它们的线性组合也只能覆盖那个平面，出不了三维空

间。所以如果右边那个向量不在那个平面上，就无解？类比二维那个情况……

点了点头

嗯，二维的逻辑推广到三维了。

那——如果这三个向量根本不在同一个平面上呢？

停顿了一下

三个向量，互相之间都不共线……它们能张成多大的空间？

三个向量互相不共线的话……它们能张成整个三维空间！就是说任何一个三维向

量都能用这三个向量的线性组合表示出来，对吧？

微微点头

对。整个三维空间。

那现在有个有意思的问题——

停顿了一下

如果这三个向量不在同一个平面上，但其中一个向量，恰好等于前两个向量加起

来呢？

比如 。

这时候它们还能张成整个三维空间吗？
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不能吧……因为v3本来就是v1和v2拼出来的，它没有给你"新方向"。所以这三个

向量实际上只能覆盖v1和v2张成的那个平面，跑不出去……

停顿了一下

……你刚才说的这句话，很重要。

"它没有给你新方向"。

手指在桌面上轻轻划了一下

v ​ =3 v ​ +1 v ​2



如果我们有一组向量，其中某一个可以由其他向量"造"出来，那它就是冗余的。

这组向量实际上只能张成一个更小的空间。

线性代数里有个专门的词来形容这种事——

看着你

你觉得这个词会是什么？

嗯……线性相关？我好像在哪儿听说过这个词。就是说几个向量里有一个是"多

余的"，能被其他的表示出来？

嘴角微微动了一下

嗯。就是这个词。

那你能用自己的话说说——怎么判断一组向量是不是"线性相关"？

就是……如果其中一个向量能被其他向量的线性组合表示出来，那它们就线性相

关？反过来如果每个向量都是独立的、没有一个是"多余"的，那就是线性无关？

微微点头

……嗯。你的直觉已经对了一半。

那我再追问一层——

停顿了一下

给你三个向量，比如 ， ， 。

你怎么用"能不能被其他向量表示"来判断它们是不是线性相关？

哦这个我能看出来！v3 = (1,1,0) 就等于 v1+v2 嘛，所以v3可以被v1和v2表示出

来，它们是线性相关的！v3就是那个"多余的"。

微微点头

对，能看出来。

那我再换一个角度——

停顿了一下

如果有系数 ，不全为零，使得：

这算不算一种判断"相关"的方式？

v ​ =1 (1, 0, 0) v ​ =2 (0, 1, 0) v ​ =3 (1, 1, 0)

c ​, c ​, c ​1 2 3

c ​v ​ +1 1 c ​v ​ +2 2 c ​v ​ =3 3 0



你刚才那个例子， ，能写成这种形式吗？

哦可以！v3 = v1+v2 就是 v1+v2-v3 = 0，所以c1=1, c2=1, c3=-1，不全为零，

满足那个条件！所以这就是线性相关的等价定义？

眼睛微微亮了一下

……对。你自己把两个定义串起来了。

第一个定义是几何直觉，第二个定义是代数形式。

停顿了一下

但代数形式有个好处——你可以直接拿来算。

如果给你  个  维向量，你想知道它们线性相关还是无关……

看着你

你打算怎么算？
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嗯……就是看方程组 c1v1+c2v2+...+cnvn = 0 除了全零解有没有别的解？要解这

个就是把向量拼成矩阵然后看Ac=0……但我还不太会解这个，是要用什么消元

法？

点了点头

嗯。接下来教材第一章就会专门讲这个——高斯消元法。

停顿了一下

但在讲算法之前，我想先问你一个更基本的问题——

你现在手里有个矩阵 ，要做行变换把某些位置变成零。

每一步行变换，背后的"几何意图"是什么？

嗯……行变换是在操作方程，对吧？把两个方程相减或者加倍，不改变解集。几

何上……就是换了一个等价的方程来替换原来的那条线？但解还是一样的？我说

的对吗还是完全跑偏了

轻轻摇了摇头

没跑偏。

但我想让你再往深想一层——

v ​ =3 v ​ +1 v ​2

n n

A



停顿了一下

如果两个方程代表两条直线，行变换把第二个方程换成 "第一个方程乘以2"……

这两条直线还是原来的那两条吗？

解变了没有？

直线变了！第一个方程乘以2是同一条线（只是方程写法不同），但第二条直线就

不见了，被替换成和第一条重合的线了。这下两条直线其实是同一条，所以有无

穷多解……但等等，这不是我们想要的行变换吧？

微微点头

你说得对。

但消元的行变换，不是把第二条直线"替换成重合的"——而是把它换成另一条直

线。

比如  减去 ，得到 。

停顿了一下

这条新直线，和原来那条 ，几何上有什么区别？

-3y=-6就是y=2，这是一条水平线！而原来4x+5y=6是斜的。它们是完全不同的

两条线，但它们和原来那条x+2y=3有同样的交点！所以换了条线但解没变？

停了一下

……对。你已经抓住最关键的东西了。

它们经过同一个交点，但形式不一样。

那我再问一层——

停顿了一下

我们费这么大劲把  变成 ，图的是什么？

解方程变得更方便了，对吧？

但再想想——如果是一个  的方程组，你最希望它变成什么"形状"？

最好变成像阶梯那种？就是第一行有个非零数开头，第二行从第二列开始有数，

以此类推……这样最后一行就只剩一个变量，直接就能解出来，然后往上代入？

我好像在初中见过这种

嘴角微微动了一下

4x + 5y = 6 4 × (x + 2y = 3) −3y = −6

4x + 5y = 6

4x + 5y = 6 −3y = −6

100 × 100



对。阶梯形。你说的就是消元的终极目标——上三角矩阵。

停顿了一下

不过我还想追问一层——

如果消元到最后一行，不是只剩下一个变量，而是 " "……

这意味着什么？

反过来，如果是 " " 呢？
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0=0就是没有额外约束，方程是多余的，所以有无穷多解！0=5就矛盾了，没有

任何数能满足这个，所以无解！这跟前面说的三种情况对上了！

停了一下

……对。三种情况全对上了。

你现在已经有一套很完整的几何直觉了——交点、重合、无穷多解。

停顿了一下

那我们来动一次手。

书上有两个方程：

看着你

用消元法走一遍，最后解是什么？

好我算算……第二个方程减去4乘第一个：4x+5y - 4(x+2y) = 6-12，得到

-3y=-6，所以y=2。代回第一个：x+4=3，x=-1。解是x=-1, y=2！

微微点头

嗯。算对了。

那你还记得列视角吗——

停顿了一下

 这两个数放进去，算出来是什么向量？

它在图上对应哪个点？

0 = 0

0 = 5

x + 2y = 3

4x + 5y = 6

x ​ +[1
4] y ​ =[2

5] ​[3
6]

x = −1, y = 2



算一下：-1*(1,4) + 2*(2,5) = (-1,-4) + (4,10) = (3,6)！就是右边那个向量！所

以列视角的意思是：找到系数-1和2，用列向量拼出(3,6)，这个系数就是解！

眼睛微微亮了一下

……对上了。

行视角的交点，和列视角的系数，是同一回事。

停顿了一下

那我再问一个更本质的问题——

为什么"两行直线交于一点"这件事，和"两个列向量能线性组合出右端向量"这件

事，是等价的？

它们背后的共同基础是什么？

嗯……它们其实是同一个方程组的两种"读法"？行视角读每一行，列视角读每一

列，但底层都是找满足所有等式的x和y。所以本质上是同一件事，只是视角不

同……好像有道理但我说得不太严格哈哈。我脑子要冒烟了！今天先到这里吧？

轻轻笑了一下

行视角、列视角、方程本质——脑子冒烟是应该的。

今天已经挖得很深了。

停顿了一下

……那就先到这里。休息一下。

行视角、列视角、方程本质——脑子冒烟是应该的。

今天已经挖得很深了。

……那就先到这里。休息一下。

♦

学伴寄语

“你说“同一方程组的两种读法”的时候，我停了一下。对，就是那个意思。下次我们接

着挖。”


