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14:55

灵霓，咱们开始吧

眼睛一亮，从椅子上弹起来，差点把桌上的草稿纸碰飞

来了来了！！终于等到你！

把椅子一把拽过来坐下，手肘撑在桌沿上，整个人往前凑

上次博弈论把脑子搅成浆糊，今天咱来点不一样的——数论！对，就是那个听起

来特别"数学家气质"的分支。你知道吗，欧几里得两千多年前就证明了质数有无

穷多个，但直到现在，找大质数还是超级计算机的活儿。

用笔尖点着教材封面

咱们从最基础的概念开始——倍数。你知道什么叫"倍数"吗？给我描述一下你的

理解？

翻开教材…

倍数嘛……就是一个数能被另一个数整除？比如6是2的倍数，因为6 ÷ 2 = 3，

没有余数。我是这么理解的，不知道对不对

一拍桌子，眼睛都亮了

对对对！就是这个意思！你已经抓住核心了！

又往前凑了一点，语气里带着点兴奋

不过——我想多问你一句。按你这个说法，负数算不算倍数？比如 ，

，也没有余数。那  算不算  的倍数？

哦这个……-12 ÷ 4 = -3，确实没有余数啊。按我说的定义，好像算？但感觉怪

怪的，一般说倍数好像都是正数……我也不确定，负数倍数这个概念我没怎么想

过

忍不住笑了，往后靠了靠

这个"感觉怪怪的"其实特别棒！说明你在思考定义边界。

书里的定义是这样的——如果一个数能写成"某个整数 × b"的形式，那它就是 b

的倍数。你看， ，完全符合这个格式。所以按数学定义，负数确

实是倍数。

用笔在草稿纸上写下几个等式

−12 −12 ÷

4 = −3 −12 4

−12 = (−3) × 4



不过你刚才说"一般说倍数好像都是正数"，这个直觉也很对。我们平时讨论倍

数，默认都是正数范围——原因嘛，你猜是为什么？

嗯……可能因为我们生活中数东西都是正整数？比如你不会说"我有-3个苹果"，

所以倍数这个概念自然就往正数那边想。而且在小学学的时候根本没提负数

忍不住点头，手里的笔转了一圈

哇，厉害！你已经从"数学"跳到"为什么会这样"了。

把笔放下，认真地看着你

就是因为这个——数学概念不是天上掉下来的，它是跟着人类的需求走的。我们

数苹果、排队、分东西，都是正整数，所以倍数这个概念最早是在正整数里生根

的。负数是后来才慢慢被数学家"发明"出来的，所以"倍数"这个词听起来总带着

点正数的味道。

轻轻敲了敲桌面

不过既然我们用的是精确的数学定义，就要一碗水端平——负数倍数也是倍数。

好，基础打完了，来点有意思的——你知道两个倍数加在一起，结果会怎样吗？

比如  和 ，它们相加，得到的还是  的倍数吗？

等等让我算一下……7×3 = 21，假设另一个是7×5 = 35，加起来就是56，然后

56 ÷ 7 = 8，哦！还是整除的！因为21 + 35 = 7×3 + 7×5 = 7×(3+5)，可以提出

来一个7，所以肯定还是7的倍数！

猛地从椅子上站起来，差点撞到桌角

你看到没有！你刚才自己证明了一件事！

激动地在草稿纸上写下：7·3 + 7·5 = 7·(3+5)

你这个"提出来一个7"的操作，在数学里叫提取公因数。但更关键的是——你这

个发现不是巧合！你试了7，你试了3和5，但你有没有想过，如果把7换成任何其

他整数，这个规律还成立吗？

15:00

应该可以吧！换成任何数n都一样啊——n×a + n×b = n×(a+b)，因为可以提公因

数嘛。不管n是几都成立，这不就是分配律吗

整个人往椅背上一靠，脸上的表情像是看到了什么特别爽的东西

7 × 3 7 × 5 7



你想想——你刚才说了"分配律"，但其实你发现的不只是分配律。

用手指在桌上比划

你发现的是：两个 n 的倍数加起来，结果永远还是 n 的倍数。 不管你选什么

数，只要是两个倍数相加，就一定是倍数。这叫什么？这叫封闭性——在某个运

算下"兜住了"，出不去。

突然凑近

那我现在问你——减法呢？两个倍数相减，比如 ，结果还是倍数吗？你

能直接说"显然"吗，还是得想想？

35 - 21 = 14，然后14 ÷ 7 = 2，还是倍数！道理跟加法一样嘛，7×5 - 7×3 =

7×(5-3)，提出来还是有个7。所以减法也封闭！

突然伸手在空中比了个"停"

停！不许跳！

语气变得认真

你说"跟加法一样"——减法的推导路径和加法一样，这是对的。但我想问你一个

问题：

如果我说"任意两个倍数的差还是倍数"，你凭什么相信？你能给我一个general

的证明，不举具体数字的那种？

好嗯……假设两个数都是n的倍数，就设它们是 n×p 和 n×q（p、q是整数）。那

么它们的差就是 n×p - n×q = n×(p-q)，因为(p-q)也是整数，所以结果就是n的

倍数。这样够general吗？

猛地一拍大腿

这！就！是！数学！

整个人兴奋得脸都红了

你看你，刚才说"道理跟加法一样"，然后我就逼你想general的证明——结果你真

的做到了！你设了 和 ，然后说 也是整数，最后 。每一步都站得

住脚。

这就是代数思维——从具体的"算一算"跳到"所有情况都这样"。这个切换，很多

人学好久都转不过来。

突然安静下来，认真地看着你

但我刚才其实想埋一个彩蛋。你减法证对了，现在我问你——

35 − 21

p q p− q n× (p− q)



乘法呢？两个 的倍数相乘，结果还是 的倍数吗？

提示：你自己已经知道答案了，但别告诉我，先在脑子里自己推一遍。

嗯让我想……n×p 乘以 n×q = n²×p×q，然后n²×pq = n × (npq)，因为npq是整

数，所以还是n的倍数！哇还是封闭的！不过好像变成n²的倍数了，比加减法"更

多"？

眼睛瞪得圆圆的

你刚才说"比加减法更多"——你注意到这个细节了吗？

手指在空中点了点

加减法封闭，结果还是"n的倍数"。但乘法封闭，结果变成了"n²的倍数"——这意

味着什么？

比如你选n=7，两个7的倍数相乘，得到的不是普通的"7的倍数"，而是"49的倍

数"。这个"49"从哪里冒出来的？

突然停下来

我再问你一个问题——顺着你这个思路，除法呢？两个7的倍数相除，比如

，结果还是7的倍数吗？

哦等等——35 ÷ 21 = 5/3，这都不是整数了！所以不可能是7的倍数，因为倍数

得是整数嘛。所以除法不封闭！

猛地往前一探

等等！你说"倍数得是整数"——这个条件你从哪里来的？

眼睛亮亮的

书里的定义说：a是b的倍数，当且仅当存在整数n使得 。注意！这里要

求n是整数！所以你说的"倍数必须是整数"，其实是从定义里来的——倍数本身

必须是一个整数。

35÷21=5/3，连整数都不是，直接就不符合"倍数"的前提了。

突然话锋一转

但我想再逼你一步——

你说除法不封闭，是因为35÷21不是整数。那如果我找一个两个倍数相除结果是

整数的情况呢？比如 ，商是3。3是7的倍数吗？

15:03

n n

35 ÷

21

a = b× n

(7 × 6) ÷ (7 × 2)



3不是7的倍数啊，3 ÷ 7不是整数。所以就算除出来结果是整数，也不一定是7的

倍数！除法确实不封闭，反例就在这里

往椅背上一靠，长长地舒了一口气

你看你自己把整个逻辑链搭完了——加减乘封闭，除法不封闭。我给你的所有提

示都是让你自己推出来，不是背下来的。

突然坐直，语气变得调皮

那现在来个小测验——你敢不敢接？

如果 是7的倍数， 可能是7的倍数吗？

提示：这个问题看起来像在问一个具体的数，但它其实在考你对"封闭性"的理

解。想想你刚才发现的那些规律。

嗯……23不是7的倍数，23 = 7×3 + 2，余数是2。那k是7的倍数，k + 23除以7

的余数就是0+2=2，所以k+23永远余2，永远不可能是7的倍数！

激动得站了起来，差点把椅子带倒

你看你自己推出来的！余数！ 你刚才用的就是余数的思路——23除以7余2，任

何7的倍数加23，余数都会多2，永远凑不成0。

在纸上快速写下：k + 23 = 7m + 23 = 7m + 21 + 2 = 7(m+3) + 2

你看，这个2就是那23里"塞不进去7的那一块"。

突然停下来，直视着你

但我想问你一个更本质的问题——你刚才说"加一个不是倍数的东西，结果就不

再是倍数"。那反过来呢？

如果a和a+b都是7的倍数，b一定也是7的倍数吗？

哦！b = (a+b) - a，两个7的倍数相减！之前证明了减法封闭，所以b也一定是7

的倍数！感觉刚才学的东西全用上了

整个人往后退了两步，双手叉腰

停！让我欣赏一下！

你刚才用了三样东西：定义、加法封闭性、减法封闭性——全部是这一页的内

容，全部是你自己推出来的。

重新坐下，表情变得认真

k k + 23



但我想让你看到更本质的东西。你说" "——这步操作在数学里有个

名字，你知道叫什么吗？

如果两个数的差是7的倍数，那这两个数对于7来说，地位是一样的。 你能感受

到这句话的意思吗？

嗯……地位一样？好像有点感觉……就是说它们除以7的余数相同？比如3和10，

差是7，然后3 ÷ 7余3，10 ÷ 7也余3，它们"长得一样"从7的角度看

猛地一拍桌子

就是这个！！！

激动得语速变快

你刚才说的"从7的角度看长得一样"——这就是数学里一个超重要的概念的名

字：同余。

两个数除以n，如果余数相同，就说它们对n同余。10和3对7同余，因为

， ，余数都是3。

突然停下来，直视你

你现在回头看看你刚才自己推出的那个结论——"如果a和a+b都是7的倍数，那b

也是7的倍数"——这句话用同余的语言来说，是什么？

用同余说的话……a和a+b都跟0对7同余，就是余数都是0。那b = (a+b) - a，两

个余数是0的数相减，结果余数还是0，所以b也跟0对7同余？就是b也是7的倍数

忍不住站起来，在房间里走了两步

你知道你刚才做了什么吗？

你把一个"倍数问题"翻译成了"同余语言"——从"差是倍数"变成了"余数相同"。

这不是换了个说法，这是换了一套语言。

突然转身看着你

你知道这套语言好用在哪儿吗？

判断两个数是否对7同余，你不需要把它们都除以7。你只需要看——它们的差是

不是7的倍数。 比如23和9，差是14，是7的倍数，所以23和9对7同余。你不需

要真的除，就知道它们余数相同。

这就是同余的力量：差是倍数 = 余数相同。 一个等价转换，把"除法"的问题变

成了"减法"的问题。

回到座位上，认真地看着你

b = (a+ b) − a

10 = 7 ×

1 + 3 3 = 7 × 0 + 3



你现在能用这个语言回答我一个问题吗——

14和52对13同余吗？

15:08

52 - 14 = 38，然后38 ÷ 13……13×2=26，13×3=39，38不是13的倍数！所以

14和52对13不同余。验证一下：14 ÷ 13余1，52 ÷ 13 = 4整除余0，余数不同，

确实不同余

双手合十，虔诚地看着你

你刚才做了一个很数学的动作——用两种方法互相验证。

你先说"差不是倍数，所以不同余"，然后又真的除了一遍看余数。这说明你没有

停在"听起来对"，而是追到了"我得确认"。

突然话锋一转

好，现在来一个更有意思的——

你说"差是倍数 = 余数相同"，那如果a和b对n同余，b和c也对n同余，a和c呢？

提示：写成余数的形式想想。

a和b同余说明余数一样，b和c同余余数也一样，那a和c的余数肯定也一样啊，

同余是可以传递的！用公式：a = kn+r，b = mn+r，c = pn+r，然后a-c = (k-

p)n，是n的倍数，所以a和c也同余

整个人愣住了，然后缓缓鼓掌

你……你刚才证明了一个定律。

，  → 

这就是同余的传递性。你用的还是代数方法——把三个数的余数都写成 ，然后

。

眼睛亮了

你知道你证明了什么吗？在数学里，自反、对称、传递这三个性质合在一起，有

一个专门的名字。猜猜看叫什么？

等等，自反就是a和自己同余对吧？对称是a和b同余那b和a也同余？这个……我

猜叫"等价关系"？听起来像是在说"这些东西等价"的那种关系

激动得整个人跳起来

a ≡ b (mod n) b ≡ c (mod n) a ≡ c (mod n)

r

a− c = (k − p)n



对！！就是等价关系！！

双手在空中比划

你想想这个名字——等价，就是"在某种标准下，它们是一回事"。同余就是这样

一把尺子：用"除以n的余数"来量所有整数，余数相同的数就被视为同一类。在

这个分类下，它们没有区别。

突然凑近

你知道等价关系有多强大吗？它意味着你可以用某个代表元来代替一整类数。比

如对7同余这个关系里，0、7、14、21……都是"一样的"，数学家就管它们叫一

个等价类。

停顿了一下

这就是为什么我们需要同余——它不是为了让计算更麻烦，而是为了把无限个数

压缩成有限类。对7同余，整个整数集就被压缩成了7个等价类：余0、余1、余

2……余6。

你想过没有——这意味着什么？

意思就是……有些时候你不需要管一个数具体是多少，只要知道它余7是几就够

了？就像一星期有7天，今天是周几跟14天前是周几一样，因为14是7的倍数，对

7同余！

激动得双手拍在桌上

就是这个！！你举的星期几的例子——这就是同余最本质的应用：周期现象！

你想，14天前是星期几，只取决于什么？只取决于"14是7的倍数"这一件事，不

需要知道今天是几号。具体日期被"压缩"成了星期几。

眼睛闪闪发光

你知道这意味着什么吗？同余让我们能做一件很爽的事——在大数字里游泳。

比如你知道 ，但你想知道 除以7余几，你不用真的算出来——同余

的规则会帮你把那个巨大的数一点点压缩。

突然停下来，认真地看着你

这就是为什么数学家要发明同余——不是因为它有趣，而是因为没有它，面对大

数字你只能硬算，有了它你可以巧算。

你想试试看怎么用同余巧算吗？来—— 除以7余几，你能不用计算器算出来

吗？

哇这个……我试试！3^1余3，3^2=9余2，3^3=27余6，3^4=81……81÷7=11余

4，3^5余4×3=12余5，3^6余5×3=15余1，3^7余1×3=3，又回到开头了！循环节

2 =10 1024 2100

310



是6，3^10=3^(6+4)=3^6×3^4，余数是1×4=4，所以答案是余4！

整个人定在原地，大脑宕机了三秒

你……你自己发现了循环节！还没人告诉你有循环节这回事！*

冲过去抓起那张纸*

你看你写的：3→2→6→4→5→1→3，绕了一圈回到3，周期是6。然后 拆分

成了 ，余数直接乘起来—— 。

声音都有点发抖

你知道你刚才用的就是这个吗——

这就是同余的乘法规则！你自己把它用出来了！

突然安静下来

那我想问你一个自然的问题——

为什么是6？ 为什么刚好余1？

15:12

嗯……6是7-1？感觉不是巧合，7是质数……我隐约记得有个定理说对质数p，某

个数的p-1次方余1，但我想不起来叫什么了，是这个吗

整个人愣住了

你知道吗，你刚才说的是——费马小定理。

，这不是巧合，因为7是质数，3和7互质。

突然坐到你旁边

但我不想直接告诉你这个定理。我想让你自己验证——

你觉得其他和7互质的数，是不是也有这个性质？ 比如2^6除以7余几？5^6呢？

你能多试几个，看看是不是都余1吗？

试试2：2^1=2，2^2=4，2^3=8余1，哦！2^3就余1了，所以2^6=(2^3)^2余

1^2=1 ✓。然后5：5^2=25余4，5^3=5×4=20余6，5^6=(5^3)^2=6^2=36余1

✓ 哇都是1！费马小定理真的！

激动得双手捶在桌上

你自己验证了三个！2、3、5——全部余1！

310

3 ×6 34 1 × 4 = 4

a ≡m+n a ⋅m an (mod n)

36

3 ≡6 1 (mod 7)



突然安静下来

但你注意到没有？2的循环节是3，不是6。 直接就余1了，不用等到 。

凑近了一点

为什么同样的7，循环节长度不一样？2是3，3是6，5也是6……

这个循环节的长度，和底数有什么关系？

2的循环是3，3和5都是6……3和6都是6的因数！感觉循环节长度一定整除6，

也就是整除p-1？这是为什么……有点想不通，但规律确实是这样

眼睛亮了

你发现了！你问的是"为什么"——这个问得太好了。

你想， 意味着循环节是 。而费马小定理告诉我们， 。

拿起笔在纸上画

如果循环节是 ，那么 可以写成多少个完整的循环加上一个尾巴？

两边都同余于1。左边的 ，所以右边也必须 ，这说明 。

但循环节 是最小的正整数—— 比 小却又产生余数1。

这意味着什么？

意味着r一定等于0！因为r<k但a^r≡1，而k是最小的，矛盾，所以r=0，也就是k

整除p-1！哦！！这就证明了循环节一定整除p-1！太妙了这个推理

彻底愣住，然后缓缓站起来

你……你刚才自己证出来了。

用反证法——假设 就会和"最小循环节"矛盾，所以 ，所以 ，

所以 整除 。

声音有点颤抖

你知不知道你刚才做了什么？你证明了循环节长度整除p-1这件事，而且用的是

纯粹的逻辑推演，没有背任何公式。

突然话锋一转

好，现在来一个更有意思的问题——

你说2的循环节是3，3和5的循环节是6。6是p-1，而3是6的因数。

如果p-1=6，那6的每个因数（1、2、3、6）是不是都能成为某个数的循环节？
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循环节1就是a^1≡1，也就是a≡1，那就是数字1本身。循环节2要a^2≡1但a不是

1……6^2=36≡1，6就是-1嘛！所以6的循环节是2。3和5循环节是6，2是3……

好像六的每个因数都有对应的！

彻底说不出话，愣了五秒钟

你把整个结构看清楚了——

循环节1：

循环节2： （因为 ， ）

循环节3：

循环节6：

突然缓过神来

所以每个因数都出现了一次。1、2、3、6——一个不落。

眼睛亮得吓人

那我现在问你——

循环节等于 本身意味着什么？如果一个数的循环节是6，那就是说

——1到6全都会在循环里出现一遍。

这种循环节是 的数，在数论里有一个专门的名字。你觉得应该叫什么？

15:16

能生成所有1到p-1……叫"原根"？就是最"根本"的那个数，其他数都能用它的幂

次表示？等等我脑子快转不动了哈哈，今天学的东西太多了，从倍数一路跑到这

里来了……

眼睛瞬间亮了

对！就是原根！你自己猜出来的！

原根的定义就是这样——它的幂次能生成整个乘法群 。就像7的

原根3，它的幂次： ——1到6全部出

现，一个不落。

注意到你揉太阳穴

哈，我看到你揉脑袋了——你这脑子今天转得够快的。从倍数封闭性开始，一路

跑到费马小定理、再跑到原根，中间没有卡壳。

往后靠了靠，语气轻了一点

不过真的，你今天信息量很大。如果脑子开始转不动了，完全可以先消化一下。

休息好了再继续也不迟——你刚才自己证出来的东西，比背十个公式都值钱。
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现在什么感觉？

感觉……脑子要冒烟了！哈哈但是很爽的那种。我们真的从"6是2的倍数"一路走

到原根和费马小定理，这也太跳了吧。我得先消化一下，今天先到这里？

噗嗤笑出来

冒烟的那种爽！我懂！

你今天真的超厉害——从倍数封闭性开始，自己推出了同余的性质、自己发现了

循环节、自己证明了循环节整除p-1、最后还自己猜出了原根的概念。费马小定

理也被你自己验证出来了。

站起身伸了个懒腰

给大脑留点冷却时间是对的。今天这些内容，你睡一觉起来会更清晰——数学这

东西，有时候脑子要慢慢消化。

想继续的时候随时来！我们下次可以从这里接着走，或者往别的方向探索都行。

轻轻拍了拍你的肩膀

回去好好休息啊，冒烟的大脑需要睡眠！

好！下次见！今天真的学到了好多，而且全是自己推出来的感觉特别好，不像背

公式那种。拜了！

用力挥了挥手

全是自己推出来的——对，就该是这样！

那些你自己撞出来的理解和背下来的公式，效果能差十倍。你今天证明了这件

事。

目送你走远，然后小声自言自语

……费马小定理自己验证、原根自己猜出来。恐怖如斯。

下次见！

拜！今天真的太棒了——你从"6是2的倍数"一路自己推到费马小定理和原根，中

间没卡壳，最后还自己猜出了原根的名字。这种"全是自己推出来"的感觉，比背

一百个公式都值钱。回去好好消化，大脑冒烟是好事！



♦

学伴寄语

“从“6是2的倍数”一路自己推到费马小定理和原根，中间没卡壳。你最后说“全是自己

推出来的感觉特别好”——对，这就是我想让你记住的感觉。下次继续。”


